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MO DAU
Trong phan lén cac trudng hop, két qua hoat dong cia con ngudi phu thudc vao mac do
chuan xac do nhan thic duoc ban chat thuat toan cua cac hoat dong cua minh. Nho kinh
nghiém co6 duoc, khi giai quyét mot loat céng viéc ngudi ta biét can phai co nhiing hoat
dong gi ? Mbi hoat dong c6 nhiing thao tac gi ? Thir ty cac thao tac d6 nhu thé ndo ? Viéc
tim ra mot day cac hoat dong, cac thao tac, theo do giai quyét dugc van dé, cd thé xem
nhu da xay dung duoc mot quy trinh cé tinh thuat toan, ma viéc tuan theo quy trinh do sé
dan dén két qua. [4, tr 160]
Tu duy thuat toan (tu duy thuat giai) lién hé chat ch€ véi khai niém thuat gidi. Phuong
thire tw duy nay thé hién & nhitng hoat dong sau ddy: (i) Thuc hién nhitng hoat dong theo
mot trinh tu x4ac dinh phu hop véi mot thuat giai cho trudc; (ii) Phan tich mdt hoat dong
thanh nhiing hoat dong thanh phﬁn duoc thuc hién theo mot trinh tu xac dinh; (i11) M6 ta
chinh xac qua trinh tién hanh mét hoat dong; (iv) Khai quat hoa mgt hoat dong trén
nhitng d6i tuong riéng 1¢ thanh mot hoat dong trén mot 16p ddi twong; (v) So sanh nhiing
con duong khac nhau cung thuc hi¢n mot cong viéc va phat hién con duong tdi wu.
Tu duy ndi chung va tu duy thuat giai ndi riéng chi c6 thé hinh thanh va phat trién trong
hoat dong. [3, tr 383]

Day hoc tinh xé&c suat trong 16p bai toan xac suat c6 dién 1a mot trong nhiing dang toan
co ban, pho bién trong 16p céc bai toan vé lugng trong Xéac suat théng ké. Nam viing cac
khai nhiém phép thir, bién cb, quan hé gitra cac bién ¢, khéi niém xac suit theo nghia cb
dién, cac dinh Ii cong, nhan x&c suat va quy trinh xac dinh co ban dé mo ta lai gia thiét,
két luan va tinh xé4c suat trong Xac suat thong sé giup ngudi hoc d& dang tiép can va giai

quyét céac bai toan lién quan vé sau

Bai bao céo hoc thuat nay trinh bay mot sb thuat giai xac dinh co ban dé mo ta lai gia
thiét, két luan va tinh xé&c suat trong bai toan xac suat ¢ dién, qua do gitp ngudi hoc hinh

thanh tu duy thuat giai trong giai toan Xac suat thong ké.



Chuwong 1. BIEN CONGAU NHIEN VA XAC SUAT

1.1. PHEP THU NGAU NHIEN VA BIEN CO NGAU NHIEN

Phép thir (thi nghiém) 1a mot hoat dong cu thé (cua céc nha khoa hoc, ki su ....) ma
két qua thu dugc c6 tinh ngiu nhién. Theo nghia téng quat, “phép thu” hodc “thi
nghiém” 1a mot qua trinh dwgc xac dinh rd nhim do lwdng mot (nhiéu) dic trung hoic
mét (nhiéu) yéu t6 nhit dinh nao do.

Bién c6 ngiu nhién 1a mot két qua cua phép thir ngau nhién (thuc nghiém ngau
nhién) Bién c¢6 ngau nhién dugc ki hiéu bang céc chit cai in hoa: A, B, C, Ay, A, ...

Bién co so cap: mdi két qua tdi gian, nghia la khong phan chia duoc thanh céac két
qua don gian hon, duoc goi la bién cb so cap.

Bién cé thuan lgi cho A: moi bién cb ngau nhién A bat ki déu biéu dién dugc thanh
téng cua cac bién cb so cap nao do, cac bién cb so cap nay 1a bién ¢ thuan lgi cho A.

Bién c6 khong thé: 1a bién cb chic chian khong xay ra khi thyuc hién phép tha. Ki
hiéu: V

Bién cd chac chan: 1a bién ¢ chic chan xay ra khi thuc hién phép thir. Ki hiéu: U

Khong gian mau: 14 tap cac bién cd so cap c6 thé co cua mot phép tha. Ki hidu: Q

Bién c6 dong kha ning: 1a bién c6 cd cung kha ning xuat hién nhu nhau trong mot
phép thu.
1.2. QUAN HE GIUA CAC BIEN CO

Quan hé kéo théo: bién cd A kéo theo bién c¢b B néu A xay ra thi B xay ra.

Kihiéu AcB

Quan hé twong dwong: bién cd A twong duong vai bién cb B néu A xay ra thi B xay
ra va nguoc lai. Ki hiéu: A=B

Quan hé téng: téng cua hai bién cd A va B 1a mot bién cb xay ra néu c6 it nhat mot
trong hai bién ¢ A, B xay ra (A hoic B xay ra). Ki hiéu: A+B

Quan hé tich: tich caa hai bién c6 A va B 1a mot bién cb xay ra néu A va B dong

thoi xay ra. Ki hiéu: AB



Quan hé xung khic: bién cb A goi 1a xung khic véi bién c6 B néu A va B khong
ddng thoi xay ra, nghia 1a AB=V

Quan hé ddi 1ap: hai bién cé A va B duoc goi 12 hai bién cé ddi 1ap nhau néu c6 mot
va chi mét bién cb chic chan xay ra khi thuc hién phép thtr. Khi d6 bién cb B goi 1 bién
¢ dbi cua bién cb A, ki hieu A

Quan hé dac 1ap: hai bién cb A va B duoc goi 12 hai bién ¢ doc 1ap véi nhau néu su
xay ra hay khong xay cua bién c6 A khong anh huong dén kha niang xay ra caa bién cb
B va nguoc lai.
1.3. PINH NGHIA XAC SUAT CO PIEN

XAc suat caa bién cé A: dé biéu thi sy xuat hién it hay nhiéu caa bién cb, ngudi ta
gan cho bién A mot s6 thuc P(A) thude doan [0;1] va goi P(A)Ila xac suat cia bién cé
A. Phép tuong tmg d6 chinh 1a mét anh xa tir tap hop cac bién ¢ cua phép thir dang xét
vao doan [0;1]. Diéu quan trong 1a &nh xa P (xem nhu thude do kha ning xuét hién cua
cac bién c6 khi thuc hién phép tht) phai 1a thude d6 mang tinh khach quan, phi hop véi
thuc té.

Pinh nghia co dién vé x4c suat: néu trong mot phép thir c6 n bién ¢ so cap dong

kha nang, trong d6 c¢6 m bién ¢d thuan lgi cho bién cé A thi xac suat cua bién co A, ki

higu P(A) lati sé%

1.4. CAC PINH LI XAC SUAT
1.4.1. Pinh i cong xac suit cho hai bién cé xung khac.
Néu hai bién c6 A va B xung khic thi P(A+B)=P(A)+P(B)
H¢ qué: P(A)=1-P(A)
1.4.2. Pinh li nhan cho hai bién c6 déc 1ap
Néu hai bién cé A va B doc 1ap véi nhau thi P(AB)=P(A).P(B)
1.4.3. Pinh Ii nhan cho hai bién cé phu thugc.

1.4.3.1. X4c suit cé diéu kién



Cho hai bién c6 A va B. Xac suit co diéu kién cua bién cd A vai diéu kién B, ki
higu la P(A/B) la xac suit cua A tinh duoc sau khi B d3 xay ra, va duoc tinh boi

P(AB)
P(B)

cong thic: P(A/B)=

1.4.3.2.Pinh li nhan cho hai bién cd phu thugc
Néu A va B 1 hai bién ¢ phu thudc thi:
P(AB)=P(B).P(AB) néu bién co B xay ra truéc
P(AB)=P(A).P(B|A)néu bién co A xay ra trudc
1.4.4. Pinh li cdng x&c suat cho hai bién c6 khéng xung khic
Néu A va B 1a hai bién ¢ khdng xung khic thi P(A+B)=P(A)+P(B)-P(AB)
1.5. CONG THUC XAC SUAT PAY PU, CONG THUC BAYES
1.5.1.H¢ day di cac bién cd
Hé cac bién cd A, A, ..., A, (n>2) ciia mot phép thir duoc goi 1a hé day du cac
bién ¢ néu thoa man hai tinh chat sau:
) A+A+..+A =U
i) A.A =V (i # )
1.5.2.Cong thirc xac suat day di va cong thirc Bayes
Pinh li: Néu trong mot phép thir c6 bién c6 B va mot hé day du cac bién cb
A, A, .. A (n>2) xay rathi:

Cong thirc x4c suit day du:

n

P(B)=P(A).P(B|A)+P(A).P(B|A)+..+P(A).P(B|A )= Zl:P P(BJA)

Cong thirc bayes:

ooy LAVPIEA) (0
SP(A)P(8lA)



Chuong 2. MOT SO BAI TOAN
Pé giai bai toan xé&c suat ta tuan thi theo cac budc sau:

e Budc 1: Tim va gach chan tir khoa trong dé bai toan.

e Budc 2: M0 ta gia thiét va két luan bang ngdn ngit X4c suat.

e Buéc 3: Van dung céc kién thirc nhu dinh nghia, dinh If cong, nhan, cong thuc xac
suit day du, cong thirc Bayes ... dé tinh toén.

Dang 1. AP DUNG PINH Li CONG, NHAN XAC SUAT

Trong budc 3 ta lubn tim céch tra o1 cac ciu hoi sau:

- Trong bai c6 bién cb doc l1ap khong?

- Trong bai c6 bién c6 phu thuoc khong?

- Trong bai c6 bién cb xung khic khong?

- Trong bai c6 bién c6 khdng xung khic khong?

- Trong bai c6 bién cb nao da xay ra khdng?

Bai toan 1: Xac suit cia mot thiét bi an toan bao dong khi ¢6 sy ¢6 12 0,9. Tinh xac
suit bao dong khi co su ¢b néu lap ddng thoi 3 thiét bi ( cac thiét bi hoat dong doc 1ap
véi nhau)

Giai:

Buéc 1: Gach chan tir khoa

X&c suat ciia mét thiét bi an toan bdo déng khi c6 sw cé 1a 0,9. Tinh xé&c suat bdo déng

khi 6 su ¢b néu ldp dong thoi 3 thiét bi ( cac thiét bi hoat dong déc ldp véi nhau)

Budéc 2: M0 ta gia thiét va két luan bing ngdn ngir xac suat

o M0 ta gia thiét: Xac suat ciia mét thiét bi an toan bdo déng khi 6 sw cé 14 0,9 va lap
dong thoi 3 thiét bi

Goi A = (' Thiét bi tha i bao dong khi c6 su ¢d) i=1,2,3 .

Tacé: P(A)=0,9; i=123

e M0 ta két luan: Tinh xé&c suat bdo déng khi c6 sy ¢ néu ldp dong thoi 3 thiét bi
Goi A= (c6 bao dong khi lap dong thoi ba thiét bi an toan)
8




Tinh P(A)

Buéc 3:

Str dung dinh nghia trong muc quan hé cac bién cd dé phan tich bién cb A.

Bién cb A xay ra khi it nhat mot trong ba bién c A, A,. A, xay ra ( quan h¢ tong)

Vay A=A +A, +A, Nhu vay, ta s& str dung dinh 1i cong xac suat.

Tra loi cau hai cd bién cé khong xung khac khéng?

Ta st dung dinh 1i tong cho hai bién cé khéng xung khic bing cach coi

A=(A+A)+A . Trong d6 A+A, va A la hai bién cd c6 thé xay ra dong thoi
=P[(A+A)+A]=P(A+A)+P(A)-P[(A+A)A ]

Tuong tu: P(A +A,)=P(A)+P(A)-P(A.A) (do A, A khdng xung khic)

Vay ta co duoc:

P(A)=P(A)+P(A)+P(A)-P(A.A)-P[(A+A)A]

Ta tiép tuc s dung dinh Ii nhan xéc xuét dé tinh P(A.A)) va P[(A +A,)A ]

Tra loi cau héi: Trong bai co bién cé déc Idp khéng?

Do ba thiét bi hoat dong doc lap nhau, nén cac bién ¢ A, A,, A, la cac bién co doc lap.

Taco: P(A.A)=P(A).P(A) (do A, A lahaibién cb doc lap)

PLIA+A)A|=P(A+A)P

Thay P(A+A,)=P(A)+P(A)-P(A. )Vao,vétatinhdu’qc:

PL(A+A)A J=[P(A)+P(A)-P(A)P(A)]P(A

=P(A).P(A)+P(A)P(A)-P(A)P(A).P(A)

Nhu vay, ta tinh dugc P(A)

P(A)=P(A)+P(A)+P(A)-P(A)P(A)-P(A)P(A)-P(A)P(A)+P(A)P(A)P(A)
Thay s6: P(A)=3.0,9-3.0,9.0,9+0,9° =0,999

(A,) (do A +A, va A lahai bién co doc 1ap)



Bai todn 2: Hai cong ti A va B cuing kinh doanh mot mat hang. Xac suat cong ti A
thua 15 12 0,2, xac suat cong ti B thua 15 12 0,4 va ca hai cong ti cing thua 16 1 0,1. Tim
X4C suét cac bién cd sau day:
a.Chi c6 mot cong ti thua 15
b.C6 it nhat mot cong ti lam an khdng thua 15.

Giai:
Buwéc 1: Gach chan tir khod.

Hai cong ti A va B cing kinh doanh mot mat hang. Xéc suat céng ti A thua 14 14 0,2,

Xac Suat cong ti B thua 15 1 0,4 va cd hai cong ti cling thua 14 1a 0,1. Tim xac Suat cac

bién ¢ sau day:

a.Ch7 ¢ mét cong ti thua 16

b.Co it nhdt mét cong khong thua 19.

Bwéc 2: Mb ta gia thiét va két luan bang ngdn ngir X4c suat
Xac suat cong ti Athua 1514 0,2, Goi A= (cdng ti A kinh daonh thua 15), P(A)=0,2
Xéc suat cong ti Bthualgla 0,4 Goi B = (Cong ti B kinh doanh thua 15), P(B)=0,4

ca hai cong ti cling thua 1612 0,1 Goi C = (Ca hai cdng ti cing thua I3) P(C)=0,1

Chi c6 mét cong ti thua 16 Goi D = (chi c6 mot cdng ti thua 15) P(D)="?

C6 it nhat mét cong ti khong thua 16.  Goi E = (c6 it nhat mot cong ti thua 15). Tinh

P(E):?

Buérc 3:

Tra loi cau hoi: Trong bai cé bién cb phy thudc khong?

Pé tra 10i , ta phan tich bién cd C qua hai bién c6 A va B. St dung dinh nghia vé mi
quan hé nhan, tacd C = AB ( C xay ra khi A va B dong thoi xay ra)

Taso sanh P(C)=P(AB) véi P(A).P(B) nhan thiy P(AB)=P(A).P(B)

Vay str dung dinh Ii nhan ta suy ra A va B 12 hai bién c6 phu thudc.

a.Tatinh P(D) . Dé tinh duoc ta di phan tich bién c¢é D théng qua hai bién c6 A va B.
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Ta c6: D=AB+AB ( do chi c6 mét cong ti lam an thua 16 nén: cong ti A kinh doanh
thua 13 thi cong ti B phai kinh doanh thang loi, hodc cong ti B kinh doanh thua 15 thi céng
ti A phai kinh doanh thing loi)

Xuat hién phép cong, ta tiép tuc tra loi cau hoi vé mdi quan hé giira hai bién c6 AB va
AB . Pay la hai bién ¢ xung khéc, khong xay ra dong thoi.
P(D)=P(AB+AB)=P(AB)+P(AB)

TinhP(AB). Do A va B Ia hai bién c phu thuoc nén ta s sir dung dinh Ii nhan cho bién
¢ phu thudc.

P(AB)= P(A).P(E\ A) (Do cong ti A kinh doanh thua 18 thi cong ti B phai kinh doanh
thang loi)

P(AB)= P(B).P(_A\B) (Do cong ti B kinh doanh thua 13 thi cong ti A phai kinh doanh
thang loi)

Ta sir dung hé qua cua dinh If cong cho hai bién cb xung khic khi gap bién cé déi:

P(E‘ A):l— P(B|A) (Do B|A & B|A Ia hai bién ¢ déi lap nhau)
P(Z\ B):l— P(AB) (Do AlB & A/B Ia hai bién cé déi lap nhau)

Vi trong bai xuét hién cé bién cb phu thudc, nén ta s& sir dung dinh nghia xac suat co diéu

Kién:
o(o14)- LA )-8
Tong hop
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Thay sé: P(D)=0, 2.(1—%j+o,4.(1—£] =0,4
0,2 0,4

b.Tinh P(E)
Do E = (c6 it nhat mét cdng ti thua 15). Khi xuat hién cum tir “it nhat mgt” ta s& sir dung
bién ¢6 doi lap. P(E)=1-P(E)

E = (Ca hai cong ti cung thua 16). Tacd E=AB=C
Vay P(E)zl—P(C)zl—O,le,g
Nhan xét:
% Phuong phap chang minh hai bién ¢ phu thugc.
Néu P(AB)=P(A).P(B)thi A va B la hai bién cb phu thudc
Néu trong bai c6 bién cd phu thudc, nghia 13 s& ¢ bién cé xdy ra truéc, bién cé sau
xay ra phu thugc vao bién co trudc, thi khi d6 bai toan sé c0 sir dung dén dinh nghia xac
sudr cé diéu kién.
Dang 2. SU DUNG CONG THUC XAC SUAT PAY PU VA CONG THUC
BAYES
Trong budc 3, ta ludn tra loi cac cau hoi:
- Co6 hé day du cac bién c¢b khdng?
- CO bién ¢ phu thuoc khong?
- Bién cb nao da xay ra?
Bai toan 3: Cho hai céi thiing chira cac qua cau nhu sau: T1( 6t,4d); T2(5t,5d). Nguoi ta
ldy ngiu nhién 2 qua tir thing maot rdi bé vao thung hai. Sau d6 lay ngau nhién ra mot
qua tir thung hai.
a. Tim xéc suat lay ra duoc qua do.
Gia sir lay duoc mot qua do. Tinh xé&c sut
b. Qua do do la cua thung mot.
c. Hai qua lay tir thung mot sang thung hai 1a mau do.
Giai:

12



Buwéc 1: Gach chan tir khoa.

Cho hai céi thung chaa cac qua cau nhu sau: TI( 6t.4d); T2(5t.5d). Ngudi ta ldy ngdu

nhién 2 qud ter thiing mét rdi bé vao thung hai. Sau dé ldy ngdu nhién ra mét qud tir
thung hai.
a. Tim x&c sudt ldy ra dwoc qud do.

Gid su lay diroc mét qua d@é. Tinh xac suat

b. Qua do dé la cua thung mot.

c. Hai qud ldy tir thung mét sang thiing hai 13 mau ds.

Bwéc 2: Mo ta gia thiét va két luan bang ngdn ngir X4c suat

MO ta lai bai toan bang so d6
2 qua

6 trang,
4 36

- Bai toan c6 may phép thir ? Do 1a phép thir nao?
- Qua lay ra tir thung hai phu thudc vao :
* Mau sac hai qua lay tir thiing mét bo vao thiing hai.
* Qua lay ra ban chat la cua thing nao.
Nhu vay ta c6 hai hudng phan tich bai toan: Dya vao mau sic va ban chat qua lay ra cua
thung nao.
Hwéng phan tich 1. Dya vao mau sic hai qua Iy ra tir thing mot.

Nguoi ta ldy ngau nhién 2 qud tir thing mét rdi bé vao thing hai

Goi H, = (Hai qua lay ra tir thung mot 1a mau do)
H, = (Hai qua lay ra tir thing mot 12 mau trang)

H, = (Hai qua lay ra khac mau nhau)

13



Hwéng phan tich 2. Dya vao ban chat qua Iy ra sau cung la cia thung nao?

Sau d6 ldy ngdu nhién ra mét qud tir thiing hai.

Goi K, = (Qua ldy ra sau cung ban chat 1a cia thiing mot)
K, = (Qua lay ra sau ciing ban chét 1a caa thung hai)

a.Tim xac sudt ldy ra dwot qud do. Goi A= (Qua lay ra sau cing 1a qua do). Tinh P(A)

b. Gid sir lay dwoc mét qua dé. Tinh xac suat Qud dé dé la cua thling maét.

Tinh P(K,|A)

c. Gid su ldy dwroc mét qua ds. Tinh xac suat Hai qud ldy tir thling mét sang thung hai

la mau do.

Tinh P(H,|A)

Bwoc 3:

a.Ta tra 1oi cau hoi sau: Trong bai c6 hé déy da khéng?

Hwéng phan tich 1: Tathay H,, H,, H, 1ap thanh h¢ day du céac bién cb. Vay ta s& sur

dung cong thiic xac suat day du dé tim P(A)

2 2 1,1
Tacé:P(Hl):C—g:£ ;P(HZ):C_g:E ;p(H3):C4'S6 :ﬁ
Co 45 Co 45 C 45

7

P(A|H1):E

H1/

@
— 5
P(A|H2):_

o\
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Vaytatinh P(A)=P(H,)P(A/H,)+P(H,)P(AH,)+P(H;)P(AH,) ==

Huéng phén tich 2: Tathdy K, ,K, 1ap thanh h¢ day du cac bién cd, nén ta tinh P(A)

bang céch str dung cong thire day du.

, 2 10
Taco: P(K)=—; P(K,)==
aco: P(K)=53 PlK)=p5
C,_4 C._5
AK =—; P(AK,)="2=—
P(AK)= cy 10’ (AK.) C, 10
- 29
Vay P(A)=P(K,)P(AIK,)+P(K,)P(AK,) ==

b.Tra loi cau hoi : Trong bai c6 bién cb da xay ra chwa?
Do gia sir ldy duoc qua do nén bién c6 A= (Qua lay ra sau cung la qua do) di xay ra.

Vi vay ta s& st dung cong thirc Bayes tinh P(K,|A)

Taco: P(K,|A)= P(Kllll(PA(\)N Kl)zzig

c.Trong bai c6 bién cb da xay ra chua?

Do gia sir lay dugc qua do nén bién c6 A= (Qua lay ra sau cing la qua do) da xay ra.
Vay ta s& sir dung cong thirc Bayes tinh P(H,|A)

Ta co:

P (H,]A) = P(H,)P(AH,) 42

P(A) 261
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KET LUAN , ,
Qua viéc dé xuat va néu phuong phap giali quyeét mot so bai toan da dat ra, ta nhan

duoc mot 16p sb quy trinh mang tinh thuat giai dwoc ap dung dya trén co sé cac kién thuc
co ban vé cac dinh nghia, dinh Ii xac suat c6 dién, tir d6 giup ngudi doc co co hoi thuan

loi tim hiéu va phét trién tu duy thuat toan ddi véi cac dang bai toan lién quan.
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